Opcién A

Ejercicio 1 de la Opcion A del modelo 3 de 2003.
[2'5 puntos] Se sabe que la funcién f: R — R definida por f(x) = x> + ax® + bx + ¢ tiene un punto de derivada
nula en x = 1 que no es extremo relativo y que f(1) = 1. Calculaa, by c.

Solucion

Como f(x) = x> + ax® + bx + ¢ tiene un punto de derivada nula en x = 1 que no es extremo relativo x =1 es un
puntode inflexion, luego tenemos f ‘(1) = 0 y ademas f “(1) = 0. Tambien el problema nos dice que f(1) = 1.
f(x) =x*+ax’ +bx + ¢
f'(x) = 3x% +2ax + b
f“(x) = 6x + 2a

Def“(1)=0tenemos 0=6 + 2a, luegoa=-3
De (1) = 0 tenemos 0 =3 +2(-3) + b, luego b = 3
Def(l)=1tenemos 1 =1+ (-3) + (3) +c, luego c = 0.
Los coeficientes pedidos son a =-3, b =3y c =0y la funcién sera f(x) = X2 - 3%° + 3x
Aungue no la piden su gréfica es .
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Ejercicio 2 de la Opcion A del modelo 3 de 2003.
Seaf: R - R lafuncién definida por f(x) = X2 - 2X + 2.
(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 3.
(b) [1'75 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, la recta tangente obtenida y el eje OY.
Solucién
f(x):x2-2x+2
()
La ecuacion de la recta tangente enx =3 es y—f(3) = {(3)(x — 3)
f(x) = x* - 2x + 2, luego f(3) = 9-6+2 =5
f'X)=2x—-2,luegof'(3)=6-2=4
La recta tangente es y — 5 = 4(x — 3). Operando queday = 4x — 7
(b)

Aunque no la piden las gréficas de la parabola y la recta son

4+

XN2- 2X+2

4x-7

Area:jos [(x2-2x+2)—(4x—7)]dx:j; C-6x+9)dx=[x}3 -3¢+ o=
=9 - 27 + 27 = 9 unidades de &rea (u.a.)



Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 3 de 2003.

-1 1 0 -5 0 -3
[2'5 puntos] Dadas las matricesA=|3 -2 0|yB=|1 -1 1|, hallalamatriz X que cumple que A.X =
1 5 -1 -2 4 -3
(B.A")".
Solucion
-1 1 0 -5 0 -3
A=|3 -2 0jyB=|1 -1 1
1 5 -1 -2 4 -3
AX = (B.A)'
-1 1 0
Como (3 -2 0] = (-1)(2) — (1)(-3) =-2 + 3 =1 # 0, existe la matriz invversa A, por tanto multiplicando la
1 5 -

expresion A.X = (B.A")' por la izquierda por A ', y teniendo en cuenta las propiedades de las matrices
traspuestas tenemos:
ATHAX) = AT((B.AY) = AT ((A).B') =AY (AB") de donde

5 1 -2
IX=1B'luegoX=B'=|0 -1 4

-3 -1 -3
Las propiedades de traspuestas que hemos aplicado son:
(A =A
(A.B)' = B'A'

Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 3 de 2003.
X+y+z+2 =0

2x-2y+z+1=0

(a) [1 punto] Halla la ecuacion del plano que pasa por P y contiene a la rectarr.

(b) [1'5 puntos] Determina el punto de r mas proximo a P.

Solucion

Considera el punto P(-2, 3, 0) y larectar E{

X+y+z+2 =0

P(-2,3,0)ylarectar=
2x-2y+z+1 =0

(a)

Para hallar el plano que pasa por P y contiene a r, formamos el haz de planos que contienen ar vy le
imponemos la condicion de que pase por el punto P

Haz de planos: (x+y+z+2)+A(2x-2y+z+1) =0

Imponemkos la condicion de que pase por P

(-2+3+0+2)+A(2(-2)-2(3)+0+1) = 0, de donde 3 +A(-9) = 0, es decir A = 1/3

El plano pedido es (x+y+z+2)+(1/3)(2x-2y+z+1) = 0. Operando queda 5x+y+4z+7 =0

(b)

El punto de r mas proximo a P es el que resulta de la proyeccion ortogonal de P spobre Q, para lo cual
calculamos el plano Ty perpendicular a r que pasa por P, para lo cual el vector normal del plano n es el
director de la rectar, v. Después calculamos “Q como la interseccifion del plano 1 con la rectar.
i j Kk
v=n=1 1 =i(3) —j(-1) +k(-4) = (3,1,-4)
2 2
m=neX—-p)=0=(3,1,-4) ¢ (x+2,y-3,2z-0)=3x+y—-4z+3=0
El punto Q es la solucién del sistema formado por lareta ry el plano 1 , es decir el sistema:
X+y+z+2=0



2x—-2y+z+1=0
3x +y—4z+ 3 =0. Haciendo { 22 + 13(-2) ; 32 + 13(-3) }, resulta:

X+y+z+2=0
0-4y-z-3=0
0—-2y—7z-3=0.Haciendo { 22+ 33(-2) }, resulta:

X+y+z+2=0

0+0+13z+3=0

0-2y-7z-3=0.

De donde z = -3/13

De2y=-3-7y=-—3-7(-3/13) =-18/ 13, luego y =-9/13
Dex=-y-z-2=9/13+3/13-2=-14/13

El punto Q buscado es Q(x,y,z) = Q (-14/13, -9/13, -3/13)

Opcion B

Ejercicio 1 de la Opcion B del modelo 3 de 2003.
[2'5 puntos] Se sabe que la funcion f: (0; 3) - R es derivable en todo punto de su dominio, siendo
x-1 si 0<x<52,
f'(x) = {

_ , 'y que f(1) = 0. Halla la expresion analitica de f.
-Xx+3 si 2<x<3

Solucién

x-1 si 0<x<2

fi(x) = ", yquef(1)=0
) {—x+3 si 2<x<3 y que (1)
Como es derivable en todo su dominio es continua en todo su dominio, en particular en x = 2, luego
f(2)= lim fx)= lim f(x)
x - 27 X 27
Por el Teorema fundamental del célculo integral que dice que si f(x) es continua en [a,b] en tonces la funcién
F(x) = JX f(t) dt, es derivable y su derivada es F ‘(x)= f(x). En nuestro caso f(x) = [ f ‘(x) dx
Si0<x<2 tenemos f(x) = [ f‘(x) dx =] (x = 1) dx = x*/2 = x + K
Si 2 <x < 3, tenemos f(x) = [ f ‘(x) dx = [ (= x + 3) dx = -x*/2 + 3x +H
Como f(1) = 0, tenemos 0 = 1/2 — 1 + K, de donde K = 1/2
Comof(2) = lim f(x) = lim f(x) tenemos
x - 27 X -2

lim f(x) = lim (-x*2+3x+H)=-2+6+H
x 2% x 2%

lim f(x) = lim (°/2-x+K)= 2-2+1/2

X - 27 X - 27

Igualando tenemos -2+ 6 +H=2-2+ 1/2, de donde H =1/2 - 4 =-7/2. Por tanto la funcién es
2
X -x+1/2 si 0<x<2,
f) =1 7,

-%-x-?/Z si 2<x<3

Ejercicio 2 de la Opcion B del modelo 3 de 2003.
[2-x] si x<a, ,
, donde a es un nimero real.

Seaf: R - Rlafuncion continua definida por f(x) = | )
X°-5x+7 si x 2a

(a) [0'5 puntos] Determina a.
(b) [2 puntos] Halla la funcién derivada de f.

Solucion

[2-x]  si x<a,
f(x) = { ) ) :
X“-bx+7 si X =a

(a)

Como es continua en todo su dominio es continua en x = a, luego f(a) = lim f(x) = lim f(x)
X -at X - a’

fa)= lim f(x)= lim (*-5x+7)=a’ — 5a+7
x -at X .at



lim f(x)= lm [2—x|=]2-a]
X - a X - a

Igualfiando tenemos a’ - 5a+7= |2 — a], de donde tenemos dos expresiones segin seaa <2 o seaa > 2;

Sia<2, a’-5a+7=2-a. Operando sale a’—4a+5=0, que no tiene soluciones reales.

Si a>2, a° — ba+7=-2+a.Operando sale a?-6a+9=0, gue tiene por solucién a = 3 doble. Luego la
2-X Si X<2
-2+ X si 2sx<3

Xx*-5x+7 si x=23

|2-x]  si x<3 _

funcion dada es f(x) = § . =
X“-5x+7 si x =23

(b)
2-Xx Si X<2 -1 Si X<2
f(x) = -2 +X si 2<x<3,suderivadaesf'(x)=47 +1 si 2<x<3
x*-5x+7 si x=3 2x-5 si  x>3

Nos falta ver la derivabilidad en x =2y x = 3.
Para que exista f ‘(2), tiene que ser f‘(2%) =*(2")
f'29= lim f'x)=lim (+1)=+1
x -27F x - 2"
f‘2)= Ilim f‘x)=lim (-1)=-1
X - 2 X = 2
Como f‘(2%) #f*(2), no existe f ‘(2)
Para que exista f ‘(3), tiene que ser f(3") = *(3")
/37 = lim f'x)= lim (2x-5)=+1
x - 3% x - 3*
f‘3)= Ilim f‘x)=Ilim (+1)=+1
X -3 X - 3
-1 Si X<2
Como f‘(3%) #f*3), existe f(3) =1, luego la funcion derivada es f‘(x) = { +1 si 2<x<3
2x -5 si X=3
Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 3 de 2003.

1 11
DadalamatrizA=|m? 1 1|, se pide:
m 0 1

(a) [1 punto] Determina los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.
(b) [1'5 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de A param = 2.

Solucion
1 11
A=m”> 1 1|,
m 0 1
(a)
Para que la matriz A tenga inversa su determinante ha de ser distinto de cero, es decir |A| #0
1 1
Al =|m? 1 = { desarrollo por los adjuntos de la Ultima fila } =
m O

=m@0)-0+1(1-m?)=1-m>

Si1—m?=0tenemos m = +1 y m = -1, por tanto la matriz A tiene inversa si y solamente sim #+1 y m # -
1.

(b)

Inversa de A param =2

La inversa de la matriz A = , es AT = (U|A)). Adj(A)

N AP
O r
)

IAl=1-(2)°=-3



4 2 1 -1 0
1 0[;Adj(A)Y=|-2 -1 3 |;
11 2 2 -3

1 -1 0) (113 1/3 0
A™' = (UA). Adj(A) = (1/-3). [ -2 -1 3 |=|2/3 13 -1
2 2 -3) (23 213 1

Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 3 de 2003.
Considera una recta r y un plano T cuyas ecuaciones son, respectivamente,

1
A'=|1
1

X =t X =0
y=t (tO0) y=a (apO0)
z=0 z=03

(a) [1'25 puntos] Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano 1T
(b) [1'25 puntos] Dados los puntos B(4, 4, 4) y C(0, 0, 0), halla un punto A en la recta r de manera que el
triangulo formado por los puntos A, B y C sea rectangulo en B.

Solucion

t
t (toD) (apO0O)
0

N < X
I |
N < X
I mnn
Qe Q

(a)
La rfecta r tiene por punto A(0,0,0) y vector director u = (1,1,0)
El plano 1ttiene como punto B = (0,0,0) y como vectores paralelos independientes v = (1,1,0) y w = (0,0,1)

Ponemos el plano ten forma general y sustituimos en el la ecuacién de la recta en forma paramétrica.
Si nos sale t = n°, la recta se corta con el plano en un punto.
Si nos sale 0 = 0, la recta esta contenida en el plano.
Si nos sale n° = 0, lo cual es absurdo, nos dice que la recta es paralela al plano y no esta contenida en él.
Plano ten forma general
Xy z
O=det(x—-b,v,w)=1{1 1 O0|={desarrollamoxz por los adjuntos de la dltima fila} =x -y =0
0 01

Sustituimos la recta r en el plano x —y =0, y nos queda t —t = 0, es decir 0 = 0, por tanto la recta r esta
contenida en el plano 1t
(b)
B(4, 4, 4) y C(0, 0, 0). Sea A un punto genérico de la rectar, es decir A(t, t, 0)
A

C

Como el triangulo es rectangulo en B los vectores BA y BC son perpendiculares y su priocucto escalar es
cero.

BA=(t-4,t-4,-4)

BC = (-4, -4, -4)

BA*BC=0=(t—-4,t—4,-4)¢ (-4,-4,-4)=-4t+ 16 -4t + 16 + 16 = - 8t + 48, de donde t = 6, y el punto A
pedido es A(t,t,0) = A(6,6,0).



